
第１期
２０２０年１月

电　　子　　学　　报
ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ

Ｖｏｌ．４８　Ｎｏ．１
Ｊａｎ．　２０２０

收稿日期：２０１８０４０９；修回日期：２０１９０４１８；责任编辑：孙瑶
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．６１７７２１１７）；“十三五”装备预研领域基金（Ｎｏ．６１４０３１２０１０２０３）；军委科技委前沿探索项目（Ｎｏ．
１８１６３２１ＴＳ００１０５３０１）；四川省科技服务业示范项目（Ｎｏ．２０１８ＧＦＷ０１５０）；中电集团公司第五十四研究所开放课题（Ｎｏ．１８５６８６）

具有同步化特征选择的迭代紧凑

非平行支持向量聚类算法

方佳艳１，２，刘　峤１，２

（１电子科技大学信息与软件工程学院，四川成都６１１７３１；２中电科大数据研究院有限公司，贵州贵阳 ５５００２２）

　　摘　要：　本文提出了一种新的带有同步化特征选择的聚类算法，称为“具有同步化特征选择的迭代紧凑非平行
支持向量聚类算法”（ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ）．在具有两个非平行超平面的学习模型中使用迭代（交替）优化算法完成聚类，
同时引入两种类型的正则项，分别是欧几里得范数和无穷范数，欧几里得范数用于提升聚类模型的泛化能力，无穷范

数实际上是对两个非平行超平面进行同步化地隐式特征抽取，从而降低来自于不相关特征的聚类噪音，保证了模型的

聚类精度，并引入一组束缚变量（ｂｏｕｎｄｉｎｇｖａｒｉａｂｌｅｓ）避免无穷范数的最大化操作，将非凸优化问题转化成二次凸优化
问题．同时，由于新提出的模型体现着“最大间隔”的思想，因此具有良好的泛化能力．为了方便实现两个非平行超平
面同步化的特征选择过程，文中将非平行超平面ＳＶＭ（ＮｏｎｐａｒａｌｌｅｌＨｙｐｅｒｐｌａｎｅＳＶＭ，ＮＨＳＶＭ）作为ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法
的基础模型，因此和ＴＷＳＶＭ以及它的变体模型不同的是：只需要求解一个二次规划问题（ＱＰ问题）就可以同时得到
两个最优超平面．同时，新算法在原有的ＮＨＳＶＭ模型的约束条件集合中新添加了两组等式约束条件，从而无需进行
原有模型中的两个大矩阵的求逆操作，降低了计算复杂度．此外，在 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ模型中，用拉普拉斯损失函数
（Ｌａｐｌａｃｉａｎｌｏｓｓｍｅａｓｕｒｅ）代替了ＮＨＳＶＭ模型原有的铰链损失函数（ｈｉｎｇｅｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎ），避免了算法早熟收敛（ｐｒｅｍａ
ｔｕｒｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ）．在一组标准数据集上的数值实验结果表明，相对于其他已有的聚类算法，ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法在聚
类精度方面具有更好的表现．
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１　引言
　　聚类，作为一项重要的机器学习任务，由于数据样
本规模的不断增长，人工添加数据标签的代价在不断

增大，因此，聚类已经引起了越来越多的关注．许多研究
人员已经对在无监督和半监督的学习领域建立有效的

聚类算法进行了广泛的研究［１～４］．给定一组样本实例，
一种特定的聚类算法是为了在大量数据实例中寻找隐

藏在其中的结构信息，从而将具有相似结构或属性的

数据实例分组到一起．一些优秀的聚类方法包括 ｋ均
值［５］、规格化切割［６］、混合模型［７］和光谱聚类［８］．最近，
也陆续出现了大量的聚类方法．例如，噪声稀疏子空间
聚类［９］考虑了子空间聚类问题的噪声存在．它是稀疏
子空间聚类（ＳＳＣ）的改进版本，可以有效地识别底层子
空间，甚至可以处理噪声数据．ＪｏｈｎＲＨｅｒｓｈｅｙ提出了在
深度聚类框架下进行分割和分离的识别性嵌入［１０］，在

此基础上，一个深度网络被训练为在每一个时间频域

内分配不同的嵌入向量，从而对来自输入混合的目标

谱图的分割标签进行隐式的预测．另外，有学者还提出
了一种自适应的多任务聚类（ＳＡＭＴＣ）［１１］方法，以一种
自动的方式识别和转移任务中的可重用实例，从而避

免了负迁移．作为一种优秀的光谱聚类的改进版本，自
适应的矩阵分解矩阵［１２］从矩阵分解的观点看待观测数

据的聚类问题，同时得到关联矩阵（ａｆｆｉｎｉｔｙｍａｔｒｉｘ），使
矩阵分解正则化．

受“支持向量机”（ＳＶＭ）［１３］所取得的巨大成功的
驱动，在监督式学习中，越来越多在研究者建立了很多

高效的ＳＶＭ变体模型［１４～１８］．此后，在非监督式学习中，
Ｘｕ等人将最大间隔的思想嵌入到聚类任务中，并提出
了最大间隔聚类（ＭＭＣ）［１９］来实现在实例特定的标签
值分配和特定于 ＳＶＭ的参数之间的同步优化，从而获
得一组最优的标签值，这组最优的标签值在所有可能

的标签值分配中，其相应的间隔（ｍａｒｇｉｎ）是最大的．受
双子支持向量机（ＴＷＳＶＭ）［２０］分类模型的启发，Ｗａｎｇ
等人将ＴＷＳＶＭ的概念引入集群任务中，提出了用于聚
类的双子支持向量模型（ＴＷＳＶＣ）［２１］，通过解决一系列
的二次规划问题来确定 ｋ个群中心平面．此外，基于
ＴＷＳＶＣ，有学者还提出了模糊最小二乘双支持向量聚

类（ＦＬＳＴＷＳＶＣ）［２２］，在此基础上，优化了每个数据样
本的模糊隶属度值，并利用它将每个数据样本分配给

一个或多个群．由于在上述的聚类策略中均采用了“最
大间隔”思想，因此可以保证聚类模型具有良好的泛化

性能．
在模式识别和机器学习中，另一个日益重要的研

究领域是特征选择．由于数据收集和存储技术的快速
发展，越来越多的大型、高维度、复杂和异构的数据集正

不断涌现，对现有的机器学习方法构成了严峻的挑战，

因此，为了解决这样的问题，将特征选择技术纳入到学

习模型中以适应高维复杂数据集的处理显得尤为重

要．除了维数灾难之外，现有的学习模型普遍存在这样
一个情形，即并非所有的特征都具有完全相同的判别

或决策能力（ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｖｅｐｏｗｅｒ）．在特定的类别概念
下，一些非信息性的特征的确构成了数据噪声，会降低

预测的准确性．因此，特征选择是消除特征不相关性和
冗余性的重要工具，这将提高最终判别规则（ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａ
ｔｉｖｅｒｕｌｅ）的准确性，可解释性和可理解性．

特性子集选择策略本质上分为以下三种类型：过

滤器（ｆｉｌｔｅｒｓ）、封装器（ｗｒａｐｐｅｒｓ）和嵌入式方法（ｅｍｂｅｄ
ｄｅｄｍｅｔｈｏｄｓ）［２３，２４］．过滤方法利用特征的统计特性，在
训练任何学习模型之前，过滤出具有较差的识别能力

的特征维度．由于滤波方法是利用数据的固有性质，将
特征抽取过程作为预处理步骤，因此它们的计算速度

很快，并且可以很容易地扩展到高维数据空间．
封装的方法是在整个的特征变量的集合中搜索，

对每个特征维度的重要性进行评估．通常会根据整个
学习模型后续的分类算法的特性，预先定义一种性能

衡量准则，然后针对每个维度，对该性能衡量准则进行

优化，从而逐一确定每一个特征维度在最终决策能力

（ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｖｅｐｏｗｅｒ）方面的重要性．由于封装方法中
存在着特征选择过程和后续学习算法的交互［２４，２５］，所

以，尽管封装方法对计算能力要求较高［２３］，但是相比于

过滤器方法，它们通常可以得到更加准确的特征抽取

结果．
与滤波和包装方法不同，嵌入的方法将特征选择

过程合并到最终模型识别规则（ｍｏｄｅｌｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｖｅ
ｒｕｌｅｓ）的推导过程中．它们不仅可以实现与后续模型训

５４
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练过程的交互，而且比封装方法具有更少的密集

计算［２６～２８］．
上述的特征选择策略大多数都是用于分类问题，

然而，在非监督式学习中，对于处在高维度的数据空间

中的样本点，无关的和冗余的特征属性同样会成为数

据噪音，影响最终的聚类精度．因此，很有必要将嵌入式
的特征选择过程和聚类方法结合在一起．本文提出了
一种新的聚类算法，称为“具有同步特征选择的迭代紧

凑非平行支持向量聚类算法”（ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ）．该算法
引入了组罚函数［２９，３０］来实现正则化和自动特征抽取．
和一些比较流行的用于特征选择的正则项（ｌ１范数 ａｎｄ
ｌ０范数）不同的是，组罚函数的目的是在两个非平行分
割超平面上更加协调同步地对那些与某一给定的特征

维度相关的权重施加惩罚．由于本文的新算法是建立
在ＮＨＳＶＭ［３１］模型上的，因此只需要求解唯一的二次优
化问题，方便了在两个超平面上同步进行特征选择的

过程．另外，在 ＮＨＳＶＭ模型上新添加了两组等式约束
条件，所以训练过程无需进行大矩阵的求逆运算，减轻

了模型的计算复杂度．此外，由于采用了交替优化方法
对标签变量和模型参数进行优化，就避免了非凸优化

问题的复杂求解过程．然而，在这种交替优化过程中，为
了避免算法的早熟收敛（ｐｒｅｍａｔｕｒｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ），新模
型中将ＮＨＳＶＭ中原有的铰链损失函数（ｈｉｎｇｅｌｏｓｓｆｕｎｃ
ｔｉｏｎ）替换成拉普拉斯损失函数（Ｌａｐｌａｃｉａｎｌｏｓｓｆｕｎｃ
ｔｉｏｎ），防止算法过早地卡在局部最优解上．

２　相关领域概述

２１　双子支持向量聚类算法
考虑一个聚类问题，双子支持向量聚类算法（Ｔｗｉｎ

ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒｆｏｒＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＴＷＳＶＣ）旨在找到ｋ个集群
中心平面（ｃｌｕｓｔｅｒｃｅｎｔｅｒｐｌａｎｅ）．

Ｃｅｎｔｅｒｐｌａｎｅｉ：＝ｗ
Ｔ
ｉｘ＋ｂｉ＝０，

ｉ＝１，…，ｋ （１）
其中，ｗｉ是集群中心平面 ｉ的法向量，ｂｉ为偏移量，ｘ
∈Ｒｎ．

通过求解一系列原始优化问题（２）可以得到这 ｋ
个集群中心平面．

ｍｉｎ
ｗｉ，ｂｉ，ξ，ｘｉ

１
２‖Ｘｉｗｉ＋ｂｉｅ‖

２＋ｃｅＴξｉ

ｓ．ｔ．　 Ｘ^ｉ＋ｂｉｅ≥ｅ－ξｉ，ξｉ≥０ （２）
其中，ｗｉ代表的是第 ｉ个子簇中的数据矩阵，矩阵的第
ｍ行表示该子簇的第ｍ个样本点．ξｉ是松弛向量，每个
维度代表松弛变量，用来记录其他所有子簇的样本点

的距离违反量．在上述原始优化问题（２）的目标函数
中，第一项是第ｉ个子簇中的所有样本点到该子簇的中
心平面ｗＴｉｘ＋ｂｉ＝０的距离之和．最小化该项就相当于

使得第ｉ个子簇的中心平面离该子簇的所有样本点尽
可能地接近．目标函数的第二项代表其他所有子簇的
样本点的距离违反量的总和，最小化该项的目的在于

确保第ｉ个子簇的样本点集合与剩余样本点的距离尽
可能地远．ＴＷＳＶＣ算法通过对样本标签值变量和 ｋ
ＰＣ［３２］中的子簇中心平面参数进行交替优化，不断地更
新样本标签值．初始化所有子簇的样本标签值之后，接
下来以固定的标签值求解优化问题（２）．值得注意的
是，问题（２）是一个非凸优化问题，需要使用凹凸过程
（ＣｏｎｃａｖｅＣｏｎｖｅｘＰｒｏｃｅｄｕｒｅ，ＣＣＣＰ）［３３］求解．在该过程
中，问题（２）被分解成有限个二次凸优化的子问题（３），
变量初始值为ｗ０ｉ和ｂｉ．

ｍｉｎ
ｗｊ＋１ｉ ，ｂ

ｊ＋１
ｉ ，ξ

ｊ＋１
ｉ

１
２‖Ｘｉｗ

ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ｅ‖

２＋ｃｅＴξｊ＋１ｉ

ｓ．ｔ．　Ｔ（ Ｘ^ｉｗ
ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ｅ）≥ｅ－ξ

ｊ＋１
ｉ ，ξ

ｊ＋１
ｉ ≥０（３）

其中，ｊ＝０，１，２，…表示的是每个子问题的索引值，Ｔ（．）
代表一阶泰勒展开式．通过计算 Ｘ^ｉｗ

ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ关于 ｗ

ｊ
ｉ和

ｂｊｉ的次梯度（ｓｕｂｇｒａｄｉｅｎｔ）
［３４］，可得：

"

Ｘ^ｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉ( )ｅ ＝

ｄｉａｇ（ｓｉｇｎ（^Ｘｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ））［^Ｘｉ，ｅ］．由于 Ｘ^ｉｗ

ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ＝ｄｉａｇ

（ｓｉｇｎ（^Ｘｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ））（^Ｘｉｗ

ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ），则：

Ｔ（Ｘ^ｉｗ
ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ｅ）

＝ Ｘ^ｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ＋"（Ｘ^ｉｗ

ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ｅ）（［ｗ

ｊ＋１
ｉ ；ｂ

ｊ＋１
ｉ ］－［ｗ

ｊ
ｉ；ｂ
ｊ
ｉ］）

＝ｄｉａｇ（ｓｉｇｎ（^Ｘｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ））［^Ｘｉ，ｅ］（ｗ

ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ）

　＋（Ｘ^ｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ－ｄｉａｇ（ｓｉｇｎ（^Ｘｉｗ

ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ））［^Ｘｉ，ｅ］［ｗ

ｊ
ｉ；ｂ
ｊ
ｉ］）

＝ｄｉａｇ（ｓｉｇｎ（^Ｘｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ））（^Ｘｉｗ

ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ｅ）

（４）
因此，问题（３）就可以等价地写成：

ｍｉｎ
ｗｊ＋１ｉ ，ｂ

ｊ＋１
ｉ ，ξ

ｊ＋１
ｉ

１
２‖Ｘ^ｉｗ

ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ｅ‖

２＋ｃｅＴξｊ＋１ｉ

ｓ．ｔ．　ｄｉａｇ（ｓｉｇｎ（^Ｘｉｗ
ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ））（^Ｘｉｗ

ｊ＋１
ｉ ＋ｂ

ｊ＋１
ｉ ｅ）

≥ｅ－ξｊ＋１ｉ ，ξ
ｊ＋１
ｉ ≥０ （５）

受ＳＶＭ［３５，３６］和ＴＷＳＶＭ［２０，３７］的启发，问题（５）的模型参
数可以通过求解以下对偶问题得出：

ｍｉｎ
α

１
２α

ＴＧ（ＨＴＨ）－１ＧＴα－ｅＴα

ｓ．ｔ．　０≤α≤ｃｅ （６）
其中，Ｇ＝ｄｉａｇ（ｓｉｇｎ（^Ｘｉｗ

ｊ
ｉ＋ｂ

ｊ
ｉｅ））［^Ｘｉｅ］，Ｈ＝［Ｘｉｅ］，α∈

Ｒｍ－ｍｉ是拉格朗日乘子向量．由于问题（６）是一个凸的二
次规划问题，所以可以采用高效的迭代方法———ＳＯＲ
（ＳｕｃｃｅｓｓｉｖｅＯｖｅｒｒｅｌａｘａｔｉｏｎ）技术［３８］，求解一组线性等式

即可．因此，通过求解对偶问题（６），我们可以借助 ＫＫＴ
条件从对偶变量最优解得出原始变量最优解．原始变
量最优解如下：

［ｗｊ＋１ｉ ；ｂ
ｊ＋１
ｉ ］

Ｔ＝（ＨＴＨ）ＧＴα （７）
因此，求解问题（２）的主要流程如下：

６４
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（１）选择变量初始值［ｗ０ｉ，ｂ
０
ｉ］．

（２）对于 ｊ＝０，１，…，通过式（７）找到［ｗｊ＋１ｉ ，ｂ
ｊ＋１
ｉ ］．

若‖［ｗｊ＋１ｉ ，ｂ
ｊ＋１
ｉ ］－［ｗ

ｊ
ｉ，ｂ

ｊ
ｉ］‖比预先设定的阈值小，则

终止算法，并执行ｗｉ＝ｗ
ｊ＋１
ｉ ，ｂｉ＝ｂ

ｊ＋１
ｉ ．

研究证明，ＣＣＣＰ可以找到问题（２）的局部最优
解［３３］．当求出最优解［ｗｉ，ｂｉ］（ｉ＝１，…，ｋ）时，就可以根
据以下的判别式（８）对数据样本的标签值作进一步
更新．

ｙ＝ａｒｇｍｉｎ
ｉ

ｗＴｉｘ＋ｂｉ，ｉ＝１，…，{ }ｋ （８）

其中，· 是绝对值符号．然后，不断地对样本的类别
标签值和子簇中心平面参数进行交替优化，直到满足

某一特定的终止条件．
２２　非平行超平面支持向量机

非平行超平面支持向量机（ＮｏｎｐａｒａｌｌｅｌＨｙｐｅｒｐｌａｎｅ
ＳＶＭ，ＮＨＳＶＭ）模型继承了 ＴＷＳＶＭ的一些特性，但是
ＮＨＳＶＭ模型是通过求解一个 ＱＰ问题同时得到两个非
平行分割超平面的，需要求解的ＱＰ问题如下：

　　ｍｉｎ
ｗｋ，ｂｋ，ξｋ
ｋ＝１，２

１
２（‖Ａｗ１＋ｅ１ｂ１‖

２＋‖Ｂｗ２＋ｅ２ｂ２‖
２）

　＋
ｃ１
２（‖ｗ１‖

２＋ｂ２１＋‖ｗ２‖
２＋ｂ２２）

　＋ｃ２（ｅ
Ｔ
１ξ１＋ｅ

Ｔ
２ξ２）

ｓ．ｔ．　Ａｗ１＋ｅ１ｂ１－Ａｗ２－ｅ１ｂ２≥ｅ１－ξ１
　Ｂｗ１＋ｅ２ｂ２－Ｂｗ１－ｅ２ｂ１≥ｅ２－ξ２
　ξ１≥０，ξ２≥０ （９）

其中，ｃｋ＞０（ｋ＝１，２）是正常数，用来对经验风险和结构
风险［３９］进行折中．Ａ∈Ｒｍ１×ｎ和 Ｂ∈Ｒｍ２×ｎ分别是正类别
和负类别样本的数据矩阵．ｅ１和 ｅ２是维度合适的单位
向量．ｂ１和ｂ２分别是两个超平面相对于原点的偏移量．
ξ１和ξ２是由松弛变量组成的向量，分别记录负类别样
本点和正类别样本点的距离违反值．ＮＨＳＶＭ最终的决
策规则和ＴＷＳＶＭ模型是一致的．
２３　用于ＳＶＭ的特征选择技术

正如引言部分所述，特征选择策略可以被分为三

种类型：过滤器（ｆｉｌｔｅｒｓ）、封装器（ｗｒａｐｐｅｒｓ）和嵌入式方
法（ｅｍｂｅｄｄｅｄｍｅｔｈｏｄｓ）［２３，２４］．

费舍尔得分（ＦｉｓｈｅｒＳｃｏｒｅ）［４０］是用于二元分类中的
特征选择策略的一个代表．它通过计算特征和预测值
之间的自定义相关性来评估每一个特征的重要性，关

于某个特征的自定义相关性可以被定义为关于该特征

的两个类别的均值之差和方差之和的比值．这种相关
性如下：

Ｆ（ｊ）＝
μ＋ｊ －μ

－
ｊ

σ＋( )ｊ
２＋ σ－( )ｊ

２ （１０）

其中，μ＋ｊ 和μ
－
ｊ 分别代表正类别和负类别样本中第ｊ个

特征的均值；σ＋ｊ 和 σ
－
ｊ 分别是正类别和负类别样本中

第ｊ个特征的方差．因此，我们可以将式（１０）作为特征
维度重要性的衡量标准，根据重要性，对所有的特征维

度进行排序，然后抽取前 ｒ个最重要的特征维度（费舍
尔得分最高），并在这ｒ个特征子集上进行ＳＶＭ模型的
训练．由于这种过滤器特征选择方式分离了特征抽取
过程和学习模型的参数训练过程，因此它可以和任何

一种二元分类算法如 ＴＷＳＶＭ，ＮＨＳＶＭ结合在一起使
用，同时允许使用核技巧将模型推广到非线性情形．

基于ＳＶＭ的递归特征消除（ＴｈｅＲｅｃｕｒｓｉｖｅＦｅａｔｕｒｅ
ＥｌｉｍｉｎａｔｉｏｎＳＶＭ，ＳＶＭＲＦＥ）算法是封装式方法（ｗｒａｐｐｅｒ
ｍｅｔｈｏｄｓ）的一种典型代表［４１］．该算法并不是定义一种
和训练模型完全独立的相关性对特征进行排序，而是

逐一移除一些特征属性，使得这些属性的移除可以导

致最大的类分隔．算法每次只移除一个特征来最小化
Ｗ２（α）的变化量，直到仅剩下最后 ｒ个特征才终止特征
消除过程．Ｗ２（α）的定义如下：

Ｗ２（α）＝∑
ｍ

ｉ，ｓ＝１
αｉαｓｙｉｙｓｘ

Ｔ
ｉｘｓ （１１）

其中，那些出现在标准 ＳＶＭ构造的对偶变量全部集中
在 向 量 α 中．然 后，ＳＶＭＲＦＥ 算 法 根 据

Ｗ２（α）－Ｗ２－ｐ（α）衡量标准对每个维度的特征进行
重要性排序，Ｗ２－ｐ（α）是从Ｗ

２（α）的每个样本点中移除
了特征ｐ［４１］．由于该特征消除策略是建立在标准 ＳＶＭ
模型的对偶形式基础之上的，因此可以通过引入核函

数将ＳＶＭＲＦＥ模型推广到非线性分类情形中．
ＳＶＭＲＦＥ的思想同样也运用在了 ＴＷＳＶＭ模型

中［２９］．对于每一个特征属性，ＴＷＳＶＭＲＦＥ定义了一种
对特征重要性的排序准则 Ｗ（ｊ）＝ｗ１ｊ＋ｗ


２ｊ，其中，ｗ


１ｊ和

ｗ２ｊ分别是归一化的两个分割超平面的第 ｊ个特征的权
重值．ｗｉｊ被定义为 ｗ


ｌｊ＝ ｗｌｊ ／‖ｗｌ‖２，其中 ｌ＝１，２．然

而，ＴＷＳＶＭＲＦＥ中存在的主要问题是：我们仅仅根据
每个特征在两个超平面上对应的权重值的平均结果的

绝对值来判断该特征的重要性．在这一前提下，某一个
特征在其中一个超平面的权重值可能正向很大（代表

正相关性很大），而在另一个超平面的权重值是负向很

大（代表负相关性很大），由于平均的效果，该特征最终

的重要性可能很低，所以就可能会被移除．因此，这种方
式并没有真正实现两个非平行分割超平面的协同特征

抽取．此外，不论是 ＳＶＭＲＦＥ还是 ＴＷＳＶＭＲＦＥ，模型
的计算复杂度都比较高，因此都不适用于处理维度过

高的样本数据．
对于嵌入式的特征选择策略，一种常用的方法是用

套索惩罚（ｌ１范数）来代替欧几里得范数同时进行正则化
和特征选择过程，从而对预测精度和稀疏性［４２］进行折

中．同样地，ｌ１范数和ｌ０范数均可以运用在ＴＷＳＶＭ模型

７４
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中．计算结果说明，特征消除实际上是由于选择了适当的
范数而产生的间接效果［４２］．这两种范数均可以用在
ＴＷＳＶＭ模型的两个子问题中来代替欧几里得范数，从而
得到一对稀疏化的非平行的最优超平面．Ｌ１ＴＷＳＶＭ模
型的两个子问题的公式构造如下：

ｍｉｎ
ｗ１，ｂ１，ξ２
‖ｗ１‖ｌ＋ｃ１‖Ａｗ１＋ｅ１ｂ１‖ｌ＋ｃ３ｅ

Ｔ
２ξ２

ｓ．ｔ．　－（Ｂｗ１＋ｅ２ｂ１）ｅ２－ξ２
ξ２≥０ （１２）

ｍｉｎ
ｗ２，ｂ２，ξ１
‖ｗ２‖ｌ＋ｃ２‖Ｂｗ２＋ｅ２ｂ２‖ｌ＋ｃ４ｅ

Ｔ
１ξ１

ｓ．ｔ．　－（Ａｗ２＋ｅ１ｂ２）≥ｅ１－ξ１
ξ１≥０ （１３）

然而，这种方法存在一个很大的弊端．由于求解两
个子优化问题的过程是相互独立的，所以对于两个分

类器的特征抽取过程实际上并不协同，这就意味着从

两个分割超平面抽取得到的两个特征属性集合并不相

同，且这两个集合的并集会非常庞大，不利于进行样本

预测．尽管这种方法某种程度上可以取得较好的预测
效果，但是如果能够获取一组规模较小的特征集合，则

有利于提高模型最终的判别式（ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｖｅｒｕｌｅ）的可
解释性，同时减小特征变量的存储消耗，降低预测新样

本时获取特征变量的开支．因此，需要对两个分割超平
面进行协同性的特征消除过程，实现特征选择同步化．
我们可以采用组罚函数作为模型的正则项从两个超平

面中尽可能地抽取出共同的特征．
组罚函数［４３］的原理如下：假设所有的 ｎ个特征变

量被划分成多个互不相交的哑变量集合 Ｉｊ，｜Ｉｊ｜＝ｐｊ（ｊ

＝１，…，Ｊ），∑
Ｊ

ｊ＝１
ｐｊ＝ｎ以欧几里得范数为例，组罚函数

的构造如下：

Γ（ｗ）＝∑
Ｊ

ｊ＝１
ｐ槡ｊ‖ｗ

（ｊ）‖
２

（１４）

其中，‖ｗ（ｊ）‖２＝ ∑ｌ∈Ｉｊ
ｗ２槡 ｌ除了欧几里得范数，无穷

范数同样可以用来惩罚成组的变量，例如 Ｆ
!

－ＳＶＭ算
法［４４］．Ｌ无穷范数的形式如下：

Γ（ｗ）＝∑
Ｊ

ｊ＝１
‖ｗ（ｊ）‖

!

（１５）

其中，‖ｗ（ｊ）‖
!

＝ｍａｘｌ∈Ｉｊ｛ｗｌ｝．Ｆ－! －ｎｏｒｍＳＶＭ算法
通过引入一组束缚变量（ｂｏｕｎｄｉｎｇｖａｒｉａｂｌｅｓ），将优化问
题转化成线性规划问题，同时添加一组约束条件

ｗｌ≤ｔｊ，ｌ∈Ｉｊ（ｊ＝１，…，Ｊ）．

３　具有同步化特征选择的迭代紧凑非平行支
持向量聚类算法

　　在该部分我们将提出一种新的聚类算法，称为“具
有同步化特征选择的迭代紧凑非平行支持向量聚类算

法（ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ）”．该算法建立在 ＮＨＳＶＭ模型的基
础之上，并使用迭代优化策略使得 ＮＨＳＶＭ模型可以处
理聚类任务．之所以选择 ＮＨＳＶＭ而不是 ＴＷＳＶＭ作为
算法的基础模型是因为ＮＨＳＶＭ只需要求解一个ＱＰ问
题就可以同时得到两个非平行超平面，方便将 Ｌ无穷
范数的惩罚项同时施加在两个超平面上，有利于实现

特征选择同步化．在 ＴＷＳＶＭ模型中，由于求解孪生非
平行超平面是两个相互独立的过程，所以无法真正实

现两个分割超平面的特征抽取过程的同步化．此外，新
算法ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ在ＮＨＳＶＭ模型的基础上还作出了
一系列新的改进：①为了在聚类训练的同时能够实现
自动特征消除过程，在ＮＨＳＶＭ的目标函数中添加了Ｌ
无穷范数，并引入一组束缚变量避免无穷范数的最大

化操作，将非凸优化问题转化成二次凸优化问题；②为
了避免原始ＮＨＳＶＭ模型中的大规模矩阵的求逆运算，
减小计算复杂度，ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ在原有的约束条件集
合中另外增加了两组等式约束条件；③由于聚类标签
变量和分割超平面参数的交替优化过程中存在算法的

早熟收敛（ｐｒｅｍａｔｕｒｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ），因此使用拉普拉斯
损失函数（Ｌａｐｌａｃｉａｎｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎ）来代替原先的铰链损
失函数（ｈｉｎｇｅｌｏｓｓｆｕｎｃｔｉｏｎ），从而有效防止算法过早地
卡在不太好的局部最优解上．

首先我们简要说明一下本文后续部分所涉及的数

学符号．考虑一个二元的聚类问题，假设有 ｍ个正类别
样本点和ｎ个负类别样本点．由于这是聚类问题，所以
训练时ｍ和ｎ并不是固定值，在每一轮的交替优化过
程中会有所变化．ｗ１和ｗ２是两个超平面对应的权值向
量，分别包含了偏移量ｂ１和ｂ２．上标（１）和（２）标识了样
本点属于哪个类别，（１）表示正类别，（２）表示负类别．
下标ｉ和ｊ分别是正类别和负类别的样本索引．比如，
ｘ（１）ｉ ∈Ｒ

珘ｄ是 珘ｄ维空间中的第 ｉ个正类别样本点，ｙ（１）ｉ 则
是其相应的类别标签．ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法的原始问题
如下：

　 ｍｉｎ
ｗ１，ｗ２，ｂ１，ｂ２
ξ（１），ξ（２）

１
２∑

ｍ

ｉ＝１
ｗＴ１ｘ

（１）
ｉ ＋ｂ( )１

２＋１２∑
ｎ

ｊ＝１
ｗＴ２ｘ

（２）
ｊ ＋ｂ( )２

２

　 ＋１２ ‖ｗ１‖
２＋‖ｗ２‖( )２

　 ＋ｃ１ ∑
ｍ

ｉ＝１
ξ（１）ｉ ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ξ（２）( )ｊ ＋ｃ２∑

珘ｄ

ｄ＝１
‖ｗ（ｄ）‖

!

ｓ．ｔ．　ｙ（１）ｉ （ｗ
Ｔ
１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）－ｙ

（１）
ｉ （ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２）≥１

　－ξ（１）ｉ ，ξ
（１）
ｉ ≥０，ｉ＝１，…，ｍ

ｙ（２）ｊ （ｗ
Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）－ｙ

（２）
ｊ （ｗ

Ｔ
２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２）≥１

　－ξ（２）ｊ ，ξ
（２）
ｊ ≥０，ｊ＝１，…，ｎ （１６）

其中，ｃ１，ｃ２＞０是常数，用来权衡模型拟合度，最大间
隔，松弛变量惩罚和特征选择过程．ξ（１）ｉ 和ξ

（２）
ｉ ＞０是松

弛变量，分别记录正类别和负类别样本点的距离违反

８４
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量．优化问题（１６）中的目标函数的最后一项是所有特
征的权值对应的 Ｌ无穷范数之和，同时实现两个分割
超平面的正则化和隐式特征选择．ｗｋｄ表示权值向量 ｗｋ
的第 ｄ个维度．记 ｗ（ｄ）＝（ｗ１ｄ，ｗ２ｄ）∈Ｒ

２，‖ｗ（ｄ）‖
!

＝
ｍａｘｋ＝１，２｛ｗｋｄ ｝（ｄ＝１，…，珘ｄ）其他项和 ＮＨＳＶＭ保持
一致．

由于无穷范数的存在，问题（１６）是一个非凸优化
问题，因此需要引入一组束缚变量（ｂｏｕｎｄｉｎｇｖａｒｉａｂｌｅｓ）ｚ
∈Ｒ珘ｄ来避免无穷范数中的最大化操作，将非凸优化问
题转化成二次凸优化问题．另外，还需要引入两组原始
变量ηｉ（ｉ＝１，…，ｍ）和φｊ（ｊ＝１，…，ｎ）来代替目标函数
中的前两项，避免大矩阵的求逆操作，因此需要在原有

的约束条件集合中增加两组等式约束条件．由于铰链
损失函数（ｈｉｎｇｅｌｏｓｓ＝ｍａｘ（０，１－ｙｉｆｉ），ｆｉ＝ｆ（ｘｉ））的数
学特性［４５］，当使用交替优化的方式进行二元聚类时，算

法有很大的可能性会发生早熟收敛，这就有必要采用

一种具有较为友好的数学形式的损失函数．本文采用
的是拉普拉斯函数（Ｌ＝ ｆｉ－ｙｉ）来表达松弛变量惩罚
值，不仅对那些离超平面较近的样本点施加惩罚，对那

些离超平面较远的样本点同样也要施加一定的惩罚

值，这种方式在实际中可以取得比铰链损失函数更好

的聚类效果．另外，在不改变拉普拉斯函数值的情况下，
将绝对值符号中的每一项分别乘以 ｙｉ．经过上述步骤，
问题（１６）可以重写为如下形式：

ｍｉｎ
ｗ１，ｗ２，ｂ１，ｂ２
？ξ（１），ξ（２），η，φ

１
２∑

ｍ

ｉ＝１
η２＋１２∑

ｎ

ｊ＝１
φ２ｊ

　 ＋１２ ‖ｗ１‖
２＋‖ｗ２‖( )２

　 ＋ｃ１ ∑
ｍ

ｉ＝１
ξ（１）ｉ ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ξ（２）( )ｊ ＋ｃ２

ｓ．ｔ．　ｗＴ１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１＝ηｉ

ｗＴ２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２＝φｊ

１－（ｙ（１）ｉ （ｗ
Ｔ
１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）－ｙ

（１）
ｉ （ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２））≤ξ

（１）
ｉ ，

ξ（１）ｉ ≥０，ｉ＝１，…，ｍ

１－（ｙ（２）ｊ （ｗ
Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）－ｙ

（２）
ｊ （ｗ

Ｔ
２ｘ
（２）
ｉ ＋ｂ２））≤ξ

（２）
ｊ ，

ξ（１）ｉ ≥０，ｊ＝１，…，ｎ
ｗｋ≤ｚ，ｋ＝１，２

（１７）
为了简化原始问题（１７）的求解过程，消去了绝对

值符号并且分别用一对松弛变量代替式（１７）中的松弛
变量ξ（１）ｉ 和ξ

（２）
ｊ ．因此，问题（１７）就可以进一步演化为

如下形式：

ｍｉｎ
ｗ１，ｗ２，ｂ１，ｂ２

ξ^（１），(ξ（１），^ξ（２） (ξ（２）

η，φ，ｚ

１
２∑

ｍ

ｉ＝１
η２ｉ＋

１
２∑

ｎ

ｊ＝１
φ２ｊ＋

１
２（‖ｗ１‖

２＋‖ｗ２‖
２）

　 ＋
ｃ１
２ ∑

ｍ

ｉ＝１
ξ^（１）ｉ ＋

(

ξ（１）( )
ｉ ＋∑

ｎ

ｊ＝１
ξ^（２）ｊ ＋

(

ξ（２）( )( )
ｊ

＋ｃ２ｅ
Ｔｚ

ｓ．ｔ．　ｗＴ１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１＝ηｉ

ｗＴ２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２＝φｊ

１－（ｗＴ１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）＋（ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２）≤ξ^

（１）
ｉ ，^ξ

（１）
ｉ ≥０

（ｗＴ１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）－（ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２）－１≤

(

ξ（１）ｉ ，

(

ξ（１）ｉ ≥０，ｉ＝１，…，ｍ

１－（ｗＴ２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２）＋（ｗ

Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）≤ξ^

（２）
ｊ ，^ξ

（２）
ｊ ≥０

（ｗＴ２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２）－（ｗ

Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）－１≤

(

ξ（１）ｉｊ，

(

ξ（１）ｊ ≥０，ｊ＝１，…，ｎ
ｗｋ≤ｚ，ｋ＝１，２

（１８）
在原始问题的求解中使用对偶理论有如下优点：

①由于推导过程是建立在对偶形式之上的，因此可以
直接运用核技巧［４６］将模型推广到非线性情形中；②如
果样本数据是处在高维度的数据空间中，并且样本总

数远小于特征维数，则对偶理论就可以将原始优化问

题从高维空间转化到一个低维度的空间中，低维空间

的维数由样本总量决定；③将原始问题转化成为对偶
形式可以引申出很多的几何解释［４７］，提高实际训练过

程的可理解性和可解释性．因此，在本文提出的新的聚
类算法中，利用了强大的对偶理论完成数学推导．

首先，关于原始问题（１８）的拉格朗日函数如下：

Ｌ（ｗ１，ｗ２，ｂ１，ｂ２，^ξ
（１），

(

ξ（１），^ξ（２）

(

ξ（２），η，φ，ｚ）

　 ＝１２∑
ｍ

ｉ＝１
η２ｉ＋

１
２∑

ｎ

ｊ＝１
φ２ｊ＋

１
２ ‖ｗ１‖

２＋‖ｗ２‖( )２

　 ＋ｃ１ ∑
ｍ

ｉ＝１
ξ^（１）
ｉ
＋

(

ξ（１）( )
ｉ ＋∑

ｎ

ｊ＝１
（^ξ（２）

ｊ
＋

(

ξ（２）ｊ( )）

　 ＋ｃ２ｅ
Ｔｚ＋∑

ｍ

ｉ＝１
αｉ ｗＴ１ｘ

（１）
ｉ ＋ｂ１－η( )

ｉ

　 ＋∑
ｎ

ｊ＝１
βｉ（ｗ

Ｔ
２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２－φｊ）

　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１
ｓ^ｉ［１－（ｗ

Ｔ
１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）＋（ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２）－ξ^

（１）
ｉ ］

　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１

(

ｓｉ［（ｗ
Ｔ
１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）－（ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２）－１－

(

ξ（１）ｉ ］

　 ＋∑
ｍ

ｉ＝１
［^ｐｉ（－ξ^

（１）
ｉ ）＋ｐ^ｉ（－

(

ξ（１）ｉ ）］

　 ＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｔ^ｉ［１－（ｗ

Ｔ
２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２）＋（ｗ

Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）－ξ^

（２）
ｊ ］

　 ＋∑
ｎ

ｊ＝１

(

ｔｉ［（ｗ
Ｔ
２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２）－（ｗ

Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）－１－

(

ξ（２）ｊ ］

　 ＋∑
ｎ

ｊ＝１
［^ｑｊ（－ξ^

（２）
ｊ ）

(

＋ｑｊ（－

(

ξ（２）ｊ ）］

９４
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　 ＋ｖ^Ｔ１（ｗ１－ｚ）＋

(

ｖＴ１（－ｗ１－ｚ）

　 ＋ｖ^Ｔ２（ｗ２－ｚ）＋
(

ｖＴ２（－ｗ２－ｚ） （１９）

其中，αｉ，βｊ，^ｓｉ，

(

ｓｉ，^ｐｉ，
(

ｐｉ，^ｔｊ，

(

ｔｊ，^ｑｊ，

(

ｑｊ，^ｖ１，

(

ｖ１，^ｖ２，

(

ｖ２是每个
约束条件分别对应的拉格朗日乘子．除了 αｉ（ｉ＝１，…，
ｍ）和βｊ（ｊ＝１，…，ｎ）之外，所有的拉格朗日乘子都是非
负变量．原始问题（１８）可以等价地写成式（２０）．

ｍｉｎ
ｗ１，ｗ２，ｂ１，ｂ２，ｚ，η，

φ，^ξ（１），(ξ（１），ξ（２） (ξ（２）

ｍａｘ
α，β，^ｓ，(ｓ，^ｐ，(ｐ，

ｔ^，(ｔ，^ｑ，(ｑ，^ｖ１，(ｖ１，^ｖ２，(ｖ２

｛Ｌ（ｗ１，ｗ２，ｂ１，ｂ２，

ｚ，η，φ，^ξ（１），

(

ξ（１），^ξ（２）

(

ξ（２），α，β，^ｓ，
(

ｓ，^ｐ，
(

ｐ，

ｔ^，

(

ｔ，^ｑ，

(

ｑ，^ｖ１，

(

ｖ１，^ｖ２，

(

ｖ２）：^ｓ，

(

ｓ，^ｐ，

(

ｐ，^ｔ，

(

ｔ，

ｑ^，

(

ｑ，^ｖ１，

(

ｖ１，^ｖ２，

(

ｖ２≥０｝

（２０）

因此，原始问题（１８）的沃尔夫对偶（Ｗｏｌｆｅｄｕａｌ）问
题可以由 ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ（ＫＫＴ）定理得到．ＫＫＴ条
件如下：

Ｌ
ｗ１
＝ｗ１＋∑

ｍ

ｉ＝１
αｉｘ

（１）
ｉ －∑

ｍ

ｉ＝１
ｓ^ｉｘ

（１）
ｉ ＋∑

ｍ

ｉ＝１

(

ｓｉｘ
（１）
ｉ

＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｔ^ｊｘ

（２）
ｊ －∑

ｎ

ｊ＝１

(

ｔｊｘ
（２）
ｊ ＋（^ｖ１－

(

ｖ１）＝０ （２１）

Ｌ
ｗ２

＝ｗ２＋∑
ｎ

ｊ＝１
βｉｘ

（２）
ｊ ＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｓ^ｉｘ

（１）
ｉ －∑

ｍ

ｉ＝１

(

ｓｉｘ
（１）
ｉ

－∑
ｎ

ｊ＝１
ｔ^ｊｘ

（２）
ｊ ＋∑

ｎ

ｊ＝１

(

ｔｊｘ
（２）
ｊ ＋（^ｖ２

(

－ｖ２）＝０ （２２）

Ｌ
ｂ１
＝∑

ｍ

ｉ＝１
αｉ－∑

ｍ

ｉ＝１
ｓ^ｉ－∑

ｍ

ｉ＝１

(

ｓｉ

　　 －∑
ｎ

ｊ＝１
ｔ^ｊ－∑

ｎ

ｊ＝１

(

ｔｊ＝０

（２３）

Ｌ
ｂ２
＝∑

ｎ

ｊ＝１
βｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｓ^ｉ－∑

ｍ

ｉ＝１

(

ｓｉ

　 －∑
ｎ

ｊ＝１
ｔ^ｊ＋∑

ｎ

ｊ＝１

(

ｔｊ＝０ （２４）

Ｌ
ηｉ
＝ηｉ－αｉ＝０，αｉ＝ηｉ （２５）

Ｌ
φｊ
＝φｊ－βｊ＝０，βｊ＝φｊ （２６）

Ｌ
ξ（１）ｉ

＝ｃ１－^ｓｉ－^ｐｉ＝０，

ｐ^ｉ＝ｃ１－^ｓｉ，０≤ｓ^ｉ≤ｃ１ （２７）
Ｌ
ξ（１）ｉ

＝ｃ１－

(

ｓｉ－

(

ｐｉ＝０，

(

ｐｉ＝ｃ１－

(

ｓｉ，０≤

(

ｓｉ≤ｃ１ （２８）
Ｌ
ξ（２）ｉ

＝ｃ１－^ｔｊ－^ｑｊ＝０，

ｑ^ｊ＝ｃ１－^ｔｊ，０≤ｔ^ｊ≤ｃ１ （２９）
Ｌ
ξ（１）ｉ

＝ｃ１－

(

ｔｊ－

(

ｑｊ＝０，

(

ｑｊ＝ｃ１－

(

ｔｊ，０≤

(

ｔｊ≤ｃ１ （３０）
Ｌ
ｚ
＝ｃ２ｅ－^ｖ１－

(

ｖ１－^ｖ２－

(

ｖ２＝０ （３１）

由式（２１）可得：

ｗ１ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
（^ｓｉ

(

－ｓｉ－αｉ）ｘ
（１）
ｉ

　　 －∑
ｎ

ｊ＝１
（^ｔｊ

(

－ｔｊ）ｘ
（２）
ｊ －（^ｖ１－

(

ｖ１）

（３２）

同样地，由式（２２）可得：

ｗ２ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
（^ｔｊ

(

－ｔｊ－βｉ）ｘ
（２）
ｊ

　　 －∑
ｍ

ｉ＝１
（^ｓｉ

(

－ｓｉ）ｘ
（１）
ｉ －（^ｖ２－

(

ｖ２）

（３３）

由式（２３）可知，有如下关系存在：

∑
ｍ

ｉ＝１
（αｉ－ｓ^ｉ

(

＋ｓｉ）＋∑
ｎ

ｊ＝１
（^ｔｊ

(

－ｔｊ）＝０ （３４）

同样地，由式（２４）可知，有如下关系成立：

∑
ｎ

ｊ＝１
（βｊ－ｔ^ｊ

(

＋ｔｊ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
（^ｓｉ

(

－ｓｉ）＝０ （３５）

根据式（３１）可得：

ｃ２ｅ＝^ｖ１＋

(

ｖ１＋^ｖ２＋

(

ｖ２ （３６）
将以上ＫＫＴ条件代入式（１９）中，可以得到简化的拉格
朗日函数式（３７）．

Ｌ＝－１２∑
ｍ

ｉ＝１
α２ｉ－

１
２∑

ｎ

ｊ＝１
β２ｊ－

１
２‖ｗ１‖

２－１２‖ｗ２‖
２

＋∑
ｍ

ｉ＝１
ｓ^ｉ

(

－ｓ( )
ｉ ＋∑

ｎ

ｊ＝１
（^ｔｊ

(

－ｔｊ）

＝－１２α
Ｔα－１２β

Ｔβ－１２ｗ
Ｔ
１ｗ１

－１２ｗ
Ｔ
２ｗ２＋ｅ

Ｔ ｓ^

(

( )－ｓ＋ｅＴ（^

(

ｔ－ｔ） （３７）

其中，α＝（α１，…，αｍ，）
Ｔ，β＝（α１，…，αｍ，）

Ｔ，^ｓ＝（^ｓ１，

…，^ｓｍ）
Ｔ，

(

ｓ＝（

(

ｓ１，…，

(

ｓｍ）
Ｔ，^ｔ＝（^ｔ１，…，^ｔｎ）

Ｔ，

(

ｔ＝（

(

ｔ１，…，

(

ｔｎ）
Ｔ．

ｗ１和ｗ２可以用矩阵和向量的形式表示出来，如式（３８）
和（３９）所示．

ｗ１ ＝Ａ
Ｔ（^ｓ－

(

ｓ－α）－ＢＴ（^ｔ－

(

ｔ）－（^ｖ１－

(

ｖ１）

＝ＡＴ（ｓ－ｓ）－ＢＴｔ－（^ｖ１－

(

ｖ１） （３８）

ｗ２ ＝Ｂ
Ｔ（^ｔ－

(

ｔ－β）－ＡＴ（^ｓ－

(

ｓ）－（^ｖ２－

(

ｖ２）

＝ＢＴ（ｔ－β）－ＡＴｓ－（^ｖ２－

(

ｖ２） （３９）

其中，ｓ＝^ｓ－

(

ｓ，ｔ＝^ｔ－

(

ｔ．将拉格朗日函数式（３７）写成矩
阵的形式如下：

Ｌ＝－ １
２α

Ｔα＋１２β
Ｔβ＋（ｓ－α）ＴＡＡＴ（ｓ－α{ }）

０５
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－２（ｓ－α）ＴＡＢＴｔ－２（ｓ－α）ＴＡ（^ｖ１－

(

ｖ１）

＋ｔＴＢＢＴｔ＋２ｔＴＢ（^ｖ１－

(

ｖ１）＋（^ｖ１－

(

ｖ１）
Ｔ（^ｖ１－

(

ｖ１）
＋（ｔ－β）ＴＢＢＴ（ｔ－β）－２（ｔ－β）ＴＢＡＴｓ

－２（ｔ－β）ＴＢ（^ｖ２－
(

ｖ２）＋ｓ
ＴＡ（^ｖ２－

(

ｖ２）

＋（^ｖ２－

(

ｖ２）
Ｔ（^ｖ２－

(

ｖ２） （４０）
最终，问题式（１８）的对偶问题可以写成如下简洁的
形式：

　　　ｍａｘ－１２θ
ＴＱθ＋ｅＴｓ＋ｅＴｔ

ｓ．ｔ．　－ｃ１ｅ≤ｓ≤ｃ１ｅ
－ｃ１ｅ≤ｔ≤ｃ１ｅ

ｃ２ｅ＝^ｖ１＋

(

ｖ１＋^ｖ２＋

(

ｖ２ （４１）

其中，θ＝（α，β，ｓ，ｔ，^ｖ１，

(

ｖ１，^ｖ２，

(

ｖ２）
Ｔ∈Ｒ２ｍ＋２ｎ＋４珘ｄ

Ｑ＝

ＡＡＴ＋Ｉ ０ ＡＡＴ ＡＢＴ Ａ －Ａ θ ０
０ ＢＢＴ＋Ｉ ＢＡＴ －ＢＢＴ ０ ０ Ｂ －Ｂ
ＡＡＴ ＡＢＴ ＡＡＴ －ＡＢＴ －Ａ Ａ Ａ －Ｂ
ＢＡＴ －ＢＢＴ －ＢＡＴ ２ＢＢＴ Ｂ －Ｂ －Ｂ Ｂ
ＡＴ ０ －ＡＴ ＢＴ Ｉ －Ｉ ０ ０
－ＡＴ ０ ＡＴ －ＢＴ －Ｉ Ｉ ０ ０
０ ＢＴ ＡＴ －ＢＴ ０ ０ Ｉ －Ｉ
０ －ＢＴ －ＡＴ ＢＴ ０ ０ －





















Ｉ Ｉ （２ｍ＋２ｎ＋６ｄ）×（２ｍ＋２ｎ＋６ｄ）

　　矩阵 Ｑ的大小为（２ｍ＋２ｎ＋６ｄ）×（２ｍ＋２ｎ＋
６ｄ），和用于二元分类的特征选择算法中的二次型矩阵
的大小处在相同的数量级上［４８］．因此，当固定标签值变
量时，通过求解对偶问题（４１）就可以获得拉格朗日乘
子的最优解，并借助式（３８）和（３９）从中进一步得到两
个非平行超平面的权值向量最优解．最优偏移量可以
从以下的互补松弛定理中得到：

ｓ^ｉ［１－（ｗ
Ｔ
１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）＋（ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２）－ξ

（１）
ｉ ］＝０

（４２）

(

ｓｉ［（ｗ
Ｔ
１ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ１）－（ｗ

Ｔ
２ｘ
（１）
ｉ ＋ｂ２）－１－ξ

（１）
ｉ ］＝０

（４３）
ｔ^ｊ［１－（ｗ

Ｔ
２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２）＋（ｗ

Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）－ξ

（２）
ｊ ］＝０

（４４）
ｔ^ｊ［（ｗ

Ｔ
２ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ２）－（ｗ

Ｔ
１ｘ
（２）
ｊ ＋ｂ１）－１－ξ

（２）
ｊ ］＝０

（４５）
我们将这一寻找最优分割超平面的过程称为紧凑非

平行超平面ＳＶＭ（ｔｉｇｈｅｒＮＨＳＶＭ），该过程结合了拉普拉
斯函数和Ｌ无穷范数．最终的计算结果说明，从两个非平
行超平面的权值向量中抽取得到的两个特征子集基本一

致，因此实现了两个超平面上的特征选择同步化．
至此，我们可以描述 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法的整体框

架，如下．
（ａ）初始化：先用简单的聚类算法例如 ｋｍｅａｎｓ

（ＫＭ），对所有的标签值进行初始化［６］．
（ｂ）固定标签值，通过训练 ｔｉｇｈｔｅｒＮＨＳＶＭ模型得

到两个稀疏的非平行超平面的权值向量，实现特征抽

取协同性．
（ｃ）利用当前的最优稀疏超平面，根据判别式 ｙ＝

ａｒｇｍｉｎ
ｋ＝１，２

ｗＴｋ＋ｂｋ
‖ｗｋ‖

对样本数据进行重新标记．

（ｄ）通过轮流进行聚类过程（ｃ）和非平行超平面的
参数训练过程（ｂ），就可以实现样本标签和模型参数之
间的交替优化．

（ｅ）当满足预先设定的停止条件时，即可终止算
法．然后分别从得到的两个最优分割超平面的权值向
量中抽取出前ｒ个绝对值最大的权值对应的特征维度．
最后返回经过特征抽取的低维度的最优分割超平面．

值得一提的是，原始问题的对偶形式（４１）有两个重
要的特性：第一，由于第２３部分介绍的ＲＦＥ算法是建立
在对偶形式之上的，所以ＲＦＥ算法同样可以适用于对偶
问题（４１）来进行特征选择；第二，由于ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算
法的公式构造是建立在对偶形式上的，因此可以很方便

地利用核函数将算法从线性情形推广到非线性情形．

４　数值实验
　　本文提出的聚类算法 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ具有以下三
种特性：首先，由于它是建立在 ＮＨＳＶＭ模型的基础之
上的，因此继承了“最大间隔”的性质，一定程度上保证

了模型能够具有良好的泛化能力；其次，它实现了两个

分割超平面的特征选择同步化，使得算法收敛时，从两

个超平面抽取得到的特征子集是相似的；最后，由于该

聚类算法通过特征选择过程剔除了那些可能会带来数

据噪音的特征，因此理论上这种聚类算法相比于其他

算法具有更高的聚类精度．为了实际验证上述的特性
（第一个特性在［２０］中已经被证实过），在第４１部分，我
们先在一些二元分类的数据集上进行一系列数值实

验，目的是为了先验证：当标签值固定时，ＩＴＮＨＳＶＣ
ＳＦＳ算法为两个非平行分割超平面选择的两组特征子
集是基本一致的，能够保证特征消除过程在两个超平

面上的协同性．在第４２部分，本文在几个无标签值的

１５
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ＵＣＩ数据集［４９］上设计了一组比较实验来验证 ＩＴＮＨＳ
ＶＣＳＦＳ算法具有良好的聚类表现，尤其是在聚类精度
方面，相比于其他算法具有明显的优越性．
４１　特征选择与同步化

本文算法提出的其中一种假设是它可以实现特征

选择同步化，即能够确保两个分类器最终保留的相关

特征的子集是相似的．相比之下，像 ｔｗｉｎＳＶＭ这类方
法，两个最优分割超平面是分别通过求解两个相互独

立的ＱＰ问题得到的，所以最终针对两个分割超平面进
行特征选择得到的特征子集是很不一样的．为了验证
本文算法在特征选择上的协同性（同步化），我们将在

已知样本标签值的情况下，运行 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法，
选取的数据集是一个 ＵＣＩ数据集，一个常用于验证特
征选择算法的Ｓｏｎａｒ数据集，六个ｍｉｃｒｏａｒｒａｙ数据集，分
别是Ｇｒａｖｉｅｒ’ｓｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ［５０］，Ａｌｏｎ’ｓｃｏｌｏｎｃａｎｃｅｒ［５１］，
Ａｌｉｚａｄｅｈ’ｓｌｙｍｐｈｏｍａ［５２］，Ｗｅｓｔ’ｓｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ［５３］，
Ｐｏｍｅｒｏｙ’ｓ，ｃｅｎｔｒａｌｎｅｒｖｏｕｓｓｙｓｔｅｍｅｍｂｒｙｏｎａｌｔｕｍｏｒ［５４］和
Ｓｈｉｐｐ’ｓｌｙｍｐｈｏｍａ［５５］．表１提供了这些数据集的特性．
我们选择了 ＴＷＳＶＭＲＦＥ［５６］（使用 ｔｗｉｎＳＶＭ），以及建
立在ＮＨＳＶＭ基础上的 ＮＨＳＶＭＲＦＥ和 Ｌ１ＴＷＳＶＭ（见
式（１２）和（１３））三种模型与本文算法 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ
作比较．在每个数据集上使用１０折交叉验证技术进行
参数选择和验证．在进行特征选择之前，参数 ｃｉ（ｉ＝１，
…，４）（分别对应于 ＴｗｉｎＳＶＭ，ＮＨＳＶＭ，Ｌ１ＴＷＳＶＭ和
ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ）的值在ｃｉ∈ ２－７，２－７，…，２６，２{ }７ 范围内
选择．对于那些基于核方法的算法，我们可以使用径向
基函数（ＲＢＦ），核宽度参数设为γ＝１／２σ２＝１／ｒ，其中 ｒ
是选出的特征总数．对于这四种算法，令 ｃ１＝ｃ２，对于
ＴｗｉｎＳＶＭ和Ｌ１ＴＷＳＶＭ，设 ｃ３＝ｃ４，这样就可以缩小网
格搜索法的搜索空间．

前面提到的所有特征选择策略都是先在所有的特征

变量集合上进行训练的，然后根据重要性进行特征维度

的排序．因此特征选择是在模型参数训练之后进行的，但

是对于ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法来说，特征选择过程在两个
非平行超平面上确实协同的．需要选出的特征子集的集
合大小ｎ从｛２０，５０，１００，２５０，５００，１０００｝范围内选择，而对
于Ｓｏｎａｒ数据集，ｎ∈｛５，１０，２０，３０，４０，５０｝．对于四种算
法，我们首先对模型参数进行训练，对于 Ｌ１ＴＷＳＶＭ和
ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ，根据两个超平面的每个特征维度的权值
大小的绝对值（体现每个特征的重要性），对所有特征进

行降序排列；而对于ＴＷＳＶＭＲＦＥ和 ＮＨＳＶＭＲＦＥ，则根
据模型自定义的重要性准则对所有特征进行降序排列．
然后针对每一个分割超平面，抽取出前ｎ个最重要的特
征．另外引入了两组二元值的示性变量，用来说明每个超
平面的特征选择的情况（对于某一超平面，若特征ｊ被选
中，则记为１；否则记为０）．最后，计算两个示性向量（每
个示性向量对应一个超平面）之间的皮尔森相关系数

（Ｐｅａｒｓｏｎ’ｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）［５７］，该相关系数可以用来判别两
个分割超平面的特征抽取过程的同步化程度．同步化程
度和该相关系数成正比关系．也就是说，相关系数越大，
同步化程度越高；相关系数越小，甚至为负数，则说明经

过特征选择过程之后，两个超平面留下来的两组相关特

征很不相同．对于所有的ｎ，表２和表３分别从最大皮尔
森相关系数和平均皮尔森相关系数的角度总结了所有数

据集上的实验结果．
表１　７个数据集各自的特征总数，样本总数以及每个类别的样

本数（ｍｉｎｏｒｉｔｙ；ｍａｊｏｒｉｔｙ）

Ｄａｔａｓｅｔ ＃ｆｅａｔｕｒｅｓ ＃ｅｘａｍｐｌｅｓ ＃ｃｌａｓｓ（ｍｉｎ．，ｍａｊ．）

ＳＯＮＡＲ ６０ ２０８ （９７；１１１）

ＡＬＯＮ ２，０００ ６２ （２２；４０）

ＧＲＡＶＩＥＲ ２，９０５ １６８ （５７；１１１）

ＡＬＩＺＡＤＥＨ ４，０２６ ９６ （３５；６１）

ＰＯＭＥＲＯＹ ７，１２８ ６０ （２１；３９）

ＷＥＳＴ ７，１２９ ４９ （２４；２５）

ＳＨＩＰＰ ７，１２９ ７７ （１９；５８）

表２　在７个数据集上，各算法在所有可能的ｎ的取值上的最大皮尔森相关系数

Ｍｅｔｈｏｄ ＳＯＮＡＲ ＡＬＯＮ ＧＲＡＶＩＥＲ ＡＬＩＺＡＤＥＨ ＰＯＭＥＲＯＹ ＷＥＳＴ ＳＨＩＰＰ

ＴＷＳＶＭＲＦＥ ０８３ ０６９ ０２７ ０３５ ０６６ ０８０ ０４２

ＮＨＳＶＭＲＦＥ ０４７ ０５３ ０６９ ０３３ ０７９ ０８４ ０４８

Ｌ１ＴＷＳＶＭ １００ ０９２ ０９５ ０９１ ０９７ ０９８ ０９２

ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ １００ １００ ０９５ １００ １００ １００ １００

表３　在７个数据集上，各算法在所有可能的ｎ的取值上的平均皮尔森相关系数

Ｍｅｔｈｏｄ ＳＯＮＡＲ ＡＬＯＮ ＧＲＡＶＩＥＲ ＡＬＩＺＡＤＥＨ ＰＯＭＥＲＯＹ ＷＥＳＴ ＳＨＩＰＰ

ＴＷＳＶＭＲＦＥ ０５４ ０５７ ０２６ ０２３ ０６０ ０６４ ０２５

ＮＨＳＶＭＲＦＥ ０４６ ０４８ ０５２ ０２９ ０８３ ０７４ ０４１

Ｌ１ＴＷＳＶＭ ０３９ ０７８ ０７３ ０６４ ０７２ ０８４ ０５７

ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ １００ ０８４ ０８６ １００ ０９８ １００ ０８９

２５
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　　从表２和表３中，可以看出，相比于其他算法，ＩＴ
ＮＨＳＶＣＳＦＳ在最大和平均两个衡量角度上均取得了
最大的皮尔森相关系数值，且接近于１．ＴＷＳＶＭＲＦＥ
和 ＮＨＳＶＭＲＦＥ的相关系数要低很多，但是 ＮＨＳＶＭ
ＲＦＥ模型在识别两个超平面的共同相关特征方面比
ＴＷＳＶＭＲＦＥ要好．这样的实验结果并没有超出我们
的预期，因为ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法是选择ＮＨＳＶＭ作为
基础模型的，仅仅需要求解一个 ＱＰ问题就可以同时
得到两个最优分割超平面，因此避免了 ＴＷＳＶＭ中两
个独立的求解过程，而正是由于这种独立性，导致了

经过特征选择之后，两个超平面剩下的特征子集的不

一致性．另外，实验中 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ识别共同相关特
征的能力比 ＮＨＳＶＭＲＦＥ强，说明了 Ｌ无穷范数在协
同性特征选择中发挥的巨大作用，和 ＲＦＥ思想相比，
很大程度上降低了计算复杂度，适合高维空间数据的

降维处理．

同时，我们还研究了皮尔森相关系数随着特征子

集大小的函数变化情况，实验结果绘制于图１．图中标
出了ｎ的所有可能取值对应的函数值．由于空间的限
制，我们仅仅在特征选择领域最为熟知的Ａｌｏｎ和Ａｌｉｚａ
ｄｅｈ数据集［５８～６０］上进行实验．从图１中可以明显得出，
当ｎ小于等于１００时，ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ的相关系数接近
于１．如图１（ａ）所示，对于 Ａｌｏｎ数据集，当减小特征选
择子集的大小时，ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ的相关系数就会增大；
而在图１（ｂ）中，对于Ａｌｉｚａｄｅｈ数据集而言，即使特征选
择子集的大小在不断增加，ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ的同步化程
度依然很高，且相关系数接近于１．因此，我们可以得出
结论，选择有限数量的特征数 ｎ有利于提高两个分割
超平面上特征选择的同步化程度，这样就可以使得两

个超平面的特征子集的并集尽可能地小，从而降低存

储消耗，在预测新样本的标签值时减少获取特征维度

数据的时间开支．

４２　聚类精度和训练速度
在该部分，我们进行了一系列对比实验，来验证本

文提出的新算法具有良好的聚类表现．选择一组无标
签值的 ＵＣＩ数据集（ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ，ｌｅｔｔｅｒ，ｄｉｇｉｔｓａｎｄｓａｔｅｌ
ｌｉｔｅ）和标准数据集（ｉｍａｇｅａｎｄｒｉｎｇｎｏｒｍ）．对于 ｄｉｇｉｔｓ数
据集，我们采用和文献［６１］一样的处理方式，只关注几
对较难区分的数字（３ｖｓ８，２ｖｓ７，１ｖｓ７，８ｖｓ９）．对于
ｓａｔｅｌｌｉｔｅ和ｌｅｔｔｅｒ数据集，由于存在多个类别，我们仅选
择前两个类别对应的数据点来进行二元聚类实验，ｓａｔ
ｅｌｌｉｔｅ数据集中选择Ｃ１和Ｃ２类别，ｌｅｔｔｅｒ数据集中选择
Ａ和Ｂ类别．另外，考虑到ｒｉｎｇｎｏｒｍ数据集的规模较大，
所以随机抽取出５００个样本点．由于空间限制，并且为
了简洁起见，该部分省略了利用网格搜索法进行参数

（控制模型复杂度的参数）选择的过程．后续的所有实
验中，对于每一个数据集和每一个聚类算法，均是建立

在最优参数组合的基础上进行的．所有实验均采用了
高斯核函数 ｅｘｐ（－‖ｘ‖２／σ２）．为了选择核宽度参数
值σ，我们先对每个数据集的训练样本的最大距离作粗
略估计（Ｄ），然后将σ值设为 Ｄ的２～５倍．其中，Ｄ定

义为Ｄ＝ ∑
ｄ

ｋ＝１
［ｍａｘ｛Ｘｋ｝－ｍｉｎ｛Ｘｋ｝］( )２ １／２

，Ｘｋ是数据

集样本的第ｋ个特征（属性）值．
４２１　聚类精度

我们选择以下的聚类算法进行对比实验：①ｋ
Ｍｅａｎｓｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ（ＫＭ）［５］；②ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＣｕｔ（ＮＣ）［６］（使
用高 斯 关 联 函 数）；③ Ｍａｘｉｍｕｍ ＭａｒｇｉｎＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ
（ＭＭＣ）［１９］；④ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＭａｘｉｍｕｍ ＭａｒｇｉｎＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ
（ＧＭＭＣ）［６１］；⑤ＴＷＳＶＣ［２１］；⑥ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ．在 ＴＷＳ
ＶＣ中，使用的是铰链损失函数，而在 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ中
使用的是拉普拉斯函数作为损失度量．对于所有具有

３５



电　　子　　学　　报 ２０２０年

迭代交替优化性质的算法如 ＴＷＳＶＣ和 ＩＴＮＨＳＶＣ
ＳＦＳ，初始的类别标签采用的是 ｋｍｅａｎｓ聚类过程．由于
这些是具有局部优化性质的交替优化算法，它们对局

部最优解较为敏感，所以在ｋｍｅａｎｓ算法中应该尽可能
使初始的代表点相隔较远．另外，对于这些局部优化的
聚类算法，我们会在每个数据集上进行１０次重复实验，
每次重复实验的 ｋｍｅａｎｓ算法中的初始化步骤的随机
种子不同，最后求取１０次重复实验的平均值获得较为
稳定的实验结果．对于ＴＷＳＶＣ，设 ｋ＝２，仅仅建立两个
子簇中心平面．

对于 ＮＣ／ＭＭＣ／ＧＭＭＣ，数据集 ｉｎｏｎｏｓｐｈｅｒｅ和 ｄｉｇ
ｉｔｓ的实验结果来源于文献［６１］．由于 ＭＭＣ和 ＧＭＭＣ
在大数据集上的训练效率较低，所以没有列出相关的

实验结果．在聚类精度方面的实验结果见表 ４．由于
ＭＭＣ、ＧＭＭＣ、ＴＷＳＶＣ和 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ均具有“最大
间隔”的性质，所以它们最终的聚类结果所对应的样

本“间隔”是所有其他可能的聚类结果中最大的．因
此，可以推测出，ＭＭＣ、ＧＭＭＣ、ＴＷＳＶＣ和 ＩＴＮＨＳＶＣ
ＳＦＳ在大多数的数据集上取得的聚类精度比那些没
有“最大间隔”特性的聚类算法高．从表４中，也可以
看出，在大多数数据集上，较好的聚类结果基本是

ＭＭＣ、ＧＭＭＣ、ＴＷＳＶＣ和 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法取得的．
然而，由于巨大的计算开销，ＭＭＣ和 ＧＭＭＣ在处理规
模稍 大 一 些 的 数 据 集 （ｌｅｔｔｅｒ，ｓａｔｅｌｌｉｔｅ，ｉｍａｇｅ和
ｒｉｎｇｎｏｒｍ）时，无法在一个合理的时间范围内产生聚类
结果，因此表格中的对应位置为空．此外，由于本文提
出的 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法中包含了特征选择过程，因
此来自于不相关特征的负面影响在求解两个非平行

分割超平面的过程中就会被自动减弱，使得该算法的

聚类精度比其他不含有特征选择过程的聚类算法精

度要高．正如表 ４中的实验结果所示，黑体部分代表
的是每个数据集上最好的聚类结果，可以发现，ＩＴ
ＮＨＳＶＣＳＦＳ在所有数据集上的聚类精度都是最高的，
这和前文的预期设想保持一致．
４２２　聚类速度

由于ＭＭＣ和ＧＭＭＣ模型需要求解半正定规划问
题，它们通常的计算复杂度会非常高．而在本文的算法
中，采用了迭代交替优化的策略，从而避免去求解关于

整型标签值变量和连续型模型参数变量的非凸优化问

题，使得新算法具有较好的计算效率．表５记录了各个
聚类算法的训练时间．但是为了方便算法在速率上的
比较，有必要去运行ＭＭＣ算法．考虑到ＭＭＣ的计算复
杂度问题，我们从数据集中分别随机抽取５０个样本点
组成四个小的数据子集．实验的其他设定和文献［１９］
保持一致．从表５中可得，ＴＷＳＶＣ算法的训练速度比
ＭＭＣ快上百倍．由于 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法在聚类训练
过程的同时又另外实现了特征选择，所以比 ＴＷＳＶＣ的
训练速度慢，但是仍然比ＭＭＣ算法速度快大约两个数
量级，结果如表５所示．尽管 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法的训
练速度比 ＮＣ和 ＴＷＳＶＣ都要慢一些，但是在聚类精度
上却具有很明显的优势．

至此，基于上述的数值实验，我们可以得出结

论：本文提出的 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法的确可以实现两
个非平行分割超平面的特征选择同步化，相比于那

些缺乏特征选择机制的聚类算法，有利于提升模型

的聚类精度．尽管 ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法在训练速度比
ＴＷＳＶＣ要慢一些，但是时间效率仍然高于 ＭＭＣ
算法．

表４　各个数据集上的聚类错误率（％）

Ｄａｔａ ｓｉｚｅ ＫＭ ＮＣ ＭＭＣ ＧＭＭＣ ＴＷＳＶＣ ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ

ｄｉｇｉｔｓ３８ ３５７ ５２８±０ ３５ １０ ５６ ３５４±０ ２１３±０

ｄｉｇｉｔｓ１７ ３６１ ０５７±０ ４５ ３１２５ ２２ ０５９±０ ０２５±０

ｄｉｇｉｔｓ２７ ３５６ ３１２±０ ３４ １２５ ０５ ２７８±０ ００±０

ｄｉｇｉｔｓ８９ ３５４ ９４５±０ ４８ ３７５ １６０ ７６３±０ １３７±０

ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ３５１ ３４±１８６ ２５ ２１２５ ２３５ ２２７８±２１５ １８６５±１２２６

ｌｅｔｔｅｒ １５５５ １８２３±０ ２３２ － － ７２６±０ ４１９±０

ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ２２３６ ４１６±０ ４２１ － － ３３４±０ ０１６±０

ｉｍａｇｅ １０１０ ４２５５±０ ４１２ － － ４０３±０ ２２４±０

ｒｉｎｇｎｏｒｍ １０００ ２２±５７９ ２２３ － － ２４７±９２８ ８５±４７９
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表５　各个算法的运行时间（秒）和聚类精度（％）
（括号内的数字分别代表ＴＷＳＶＣ和ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ

算法相对于ＭＭＣ算法在速度上的提升）

Ｄａｔａ ＮＣ ＭＭＣ ＴＷＳＶＣ ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ

Ｔｉｍｅ

ｄｉｇｉｔｓ３９ ００４ １２５７ ８７（１４４） ３２５（３９）

ｄｉｇｉｔｓ８９ ０１２ ９６８ ７４（１３１） ２７６（３５）

ｄｉｇｉｔｓ２７ ００５ １０５４ ７５（１４１） ２５２（４２）

ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ０１９ ７７４ ７２（１０８） ２４９（３１）

Ｅｒｒｏｒ（％）

ｄｉｇｉｔｓ３９ ２４ ８ ５ ２

ｄｉｇｉｔｓ８９ ９ ４ ４ ０

ｄｉｇｉｔｓ２７ ７ １５ ９ ３

ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ２９ ２７ ２５ ９

５　结论
　　本文提出了一种新的聚类算法，简称为ＩＴＮＨＳＶＣ
ＳＦＳ．该算法在模型参数的求解过程中嵌入了特征选择
机制．选用了 ＮＨＳＶＭ作为算法的基础模型，不仅继承
了“最大间隔”的特性来保证模型的泛化能力，而且将

ＴＷＳＶＭ中两个非平行超平面独立的求解过程合并成
一个优化问题，有利于为两个非平行分割超平面设计

一种同步化的特征选择策略．而且，在 ＮＨＳＶＭ模型原
有的目标函数中，增加了 Ｌ无穷范数正则项来实现两
个超平面的协同性特征选择，并引入一组束缚变量将

带有无穷范数的非凸优化问题转化成二次凸优化问

题．这种同步化的特征选择方式有很多的优点：相比于
其他非同步化的特征选择过程（如 Ｌ１ＴＷＳＶＭ），同步
化的特征选择策略使得两个超平面对应选择出来的特

征子集的并集是最小的，因此降低了存储消耗以及预

测新样本时获取特征的开支．此外，特征抽取过程可以
减弱由不相关特征带来的数据噪音的负面影响，某种

程度上保证了模型良好的聚类精度．通过剔除那些不
相关的特征维度，可以让我们对实际的数据产生过程

有更加清晰的了解，显著增强模型的可理解性和可解

释性．该算法还采用了交替优化策略对样本实例的标
签值变量和模型参数变量进行优化，从而避免了关于

整型和连续型变量的非凸优化问题的求解．另外，为了
避免这种迭代优化算法的早熟收敛，该算法用拉普拉

斯函数来代替铰链损失函数，尽可能地防止优化过程

收敛在一个较差的局部最优解上．
ＩＴＮＨＳＶＣＳＦＳ算法虽然是针对二元聚类问题的，

但是仍然很有必要将其中的特征选择策略和最大间隔

思想推广到多类别聚类问题中．因此如何设计协同性
的特征选择过程过滤掉多个超平面中不相关的和冗余

的特征将会是我们下一步的研究重点．此外，还有必要
进一步研究适用于该聚类算法的更高效的实现方法，

尤其是在高维空间领域．运用线性规划公式（ｌｉｎｅａｒｐｒｏ
ｇｒａｍｍｉｎｇｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ）［６２］或者一些高效的优化方法如
ＦｒａｎｋＷｏｌｆｅ算法［１］可能可以改进本文的聚类算法，提

高计算效率．这些都将是我们后一步的研究工作．
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